Aufgabensammlung ADS-Repetitorium 2021

Pseudocode — GroB-Oh-Notation — Rekursion vs. Iteration — Sortieren

Aufgabe 1: Pseudocode — Spot the Error

Die folgenden Algorithmen berechnen nicht das, was sie sollen. Erkldren Sie, was der Fehler ist und schreiben
Sie den richtigen Algorithmus auf. Geben Sie auch die asymptotische Worst-Case-Laufzeit des korrigierten
Algorithmus in ©-Notation an.

(a) Der Algorithmus soll f(n) = n berechnen.

Algorithmus 1: int Algol(int n)

1 zdhler =0
2 fori=1ton do
3 L return zihler +1

Losung: return beendet den Algorithmus im ersten Schleifendurchlauf. Zahler wird nicht veréndert.

O(n)

(b) Der Algorithmus soll f(n) = >_"" ;i berechnen

Algorithmus 2: int Algo2(int n)

1 zahler =0
2 for i =1 to n do
3 Lzéihler—kl

4 return zihler

Losung: Ziahler wird nicht verdndert. Man muss auch ¢ statt 1 addieren. ©(n)

(¢) Der Algorithmus soll f(n) = n! berechnen.

Algorithmus 3: int Algo3(int n)

1 return Algo3(n —1) n

Loésung: Der Basisfall fehlt. ©(n)

(d) Der Algorithmus soll true zuriickgeben, wenn 4 im Array A enthalten ist, sonst false.
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Algorithmus 4: boolean Algo4(int 7, int[] A, int I = 0)

1 if A.length == then
2 L return false

3 else
4 L return (i == A[l]) or Algo4(i, [+ 1)

Loésung: Das Array wird nicht {ibergeben. ©(n)

Aufgabe 2: Vereinigung

Geben Sie in gut kommentiertem Pseudocode einen Algorithmus an, der als Eingabe zwei aufsteigend sortierte
Felder A und B erhilt. die Ausgabe soll ein Feld C sein, das jede Zahl aus A und B genau einmal enthélt.
Die Laufzeit soll O(n) sein, wobei n = A.length + B.length.

Losung: Wie Merge von MergeSort, wobei Vielfache entweder gleich ignoriert, oder herausgefiltert
werden, wenn das Hilfsfeld in C' kopiert wird.
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Aufgabe 3: Algorithmen und Laufzeiten

(a) Was berechnet der Algorithmus?
Wie viele Vergleiche, Additionen und Multiplikationen werden in Abhéngigkeit von n ausgefithrt?

Algorithmus 5: SomeAlgo(n)

1int j=0;int s=1;int S =0
2 while j < n do

3 S=85+s
4 j=7+1
5 s=5-2

6 return S

Losung: Die Funktion berechnet: 1 +2444--- 42771 =27 —1
Insgesamt gibt es n Vergleiche von j und n sowie n Multiplikationen von s mit 2, sowie 2n Addi-
tionen, je Durchlauf eine fiir 7 und eine fiir S.

(b) Sei folgender Algorithmus zur Berechnung des Produkts - (¢ +1) ... (j — 1) - j fiir natiirliche Zahlen
1 und j mit ¢ < j gegeben:

Algorithmus 6: int Produkt(int j, int 4)

1 return Fakultaet(j)/Fakultaet(i — 1)

Algorithmus 7: int Fakulaet(int z)

1 if x == 0 then
2 L return 1

3 return z - Fakultaet(z — 1)

Begriinden Sie kurz, warum der Algorithmus Produkt korrekt ist. Geben Sie die Worst-Case-Laufzeit
von Produkt in Abhéngigkeit von ¢ und j an.

Losung: Methode Produkt ist korrekt, da (iz!l)! = 121<Z;1)Zl(jir)l)j =i-(i4+1)-...-7.

Die Worst-Case-Laufzeit von Produkt ist ©(y).

Aufgabe 4: Sortieralgorithmen

(a) Sortieren Sie das Feld A =[4, 3,7,2,0,9,8, 1, 5, 6] mit InsertionSort. Geben Sie nach jeder Iteration
der aufleren Schleife das Feld an.

Loésung:
1. A=1[3,4,7,2,0,9,8 1,5, 6] - Die 3 wird eingeordnet
2. A=1[3,4,7,2,0,9,8, 1,5, 6] - Die 4 ist bereits richtig
3. A=1[3,4,7,2,0,9,8, 1,5, 6] - Die 7 ist bereits richtig
4. A=12,3,4,7,0,9,8, 1,5, 6] - Die 2 wird eingeordnet
5. A=10,23,4,709,8 1,5, 6] - Die 0 wird eingeordnet
6. A=10,23,4,7,9,8, 1,5, 6] - Die 9 ist bereits richtig
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7.A=1[023,47289 1,5, 6] - Die 8 wird eingeordnet
8. A=10,123,4,78,9,5, 6] - Die 1 wird eingeordnet
9. A=10,123,4,5,7,8,9, 6] - Die 5 wird eingeordnet
10. A=10,1,2, 3,45, 6,7, 8, 9] — Die 6 wird eingeordnet

(b) MergeSort arbeitet rekursiv. Geben Sie fiir das Feld C = [9, 4, 1, 3, 5, 2, 6, 0, 8, 7] den Rekursionsbaum
von MergeSort an. In jedem Knoten soll der jeweilige Aufruf von MergeSort und die zu sortierende
Teilliste stehen, jeweils vor der Sortierung.

Loésung:

MergeSort(A,10,10) |

| MergeSort(A,9,10

MergeSort(A,9,9) ‘

’ MergeSort(A,1,5) ‘

MergeSort(A,8,8) ‘

’ MergeSort(A,6,8) MergeSort(A,7,7) ‘

MergeSort(A,6,7)

) é
[i‘J MergeSort(A,5,5) ‘

’ MergeSort(A,1,10) ‘ MergeSort(A,6,6) ‘

’ MergeSort(A,4,5)

MergeSort(A,4,4) ‘

’ MergeSort(A,6,10) ‘

MergeSort(A,3,3) ‘

’ MergeSort(A,1,3) MergeSort(A,2,2) ‘

MergeSort(A,1,2)

MergeSort(A,1,1) ‘

(c¢) Sortieren Sie das Feld D = [6, 4, 7, 9, 2, 3, 1, 5, 0, 8] mit einem vereinfachten QuickSort. Dieser
schreibt alle Elemente, die kleiner als das Pivotelement sind, links und alle groeren rechts neben das
Pivotelement. Zeichnen Sie den Rekursionsbaum. Schreiben Sie in jeden Knoten das zu sortierende
Teilfeld nach dem Aufruf von Partition und markieren Sie das Pivotelement, die Wurzel sieht also so
aus: [6,4,7,0,2,3,1,5, 8, 9]. Achtung: Das ist nicht der VL-Algorithmus, aber die Idee ist die gleiche!

Loésung:

[9]

][6, 4,7,0,23,1,5,8, 9]\

[6, 7]

][4, 2.3,1,0,5, 6, 7]\

[0, 4, 2, 3, 1]
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Aufgabe 5: Induktionsbeweis eines Algorithmus
Betrachten Sie den in Aufgabe [7] vorgestellten Algorithmus zur Berechnung der Fakultét.

(a) Geben Sie einen Algorithmus in Pseudocode an, der die Fakultit rekursiv berechnet.

Losung:

Algorithmus 8: int fakultatRek(int k)

1 if Kk =0 then
2 L return 1

3 return k - fakultdtRek(k — 1)

(b) Beweisen Sie mittels vollstindiger Induktion die Korrektheit Threr rekursiven Variante.

Loésung: Wir beweisen die Korrektheit mittels vollstdndiger Induktion iiber k:

Induktionsanfang Fiir kK = 0 ist k! = 1. Das gibt genau die if-Abfrage in Zeile 1 zuriick.

Induktionsschritt Sei der Algorithmus korrekt fiir ein beliebiges k& — 1. Wir zeigen, dass der
Algorithmus dann auch fiir k& korrekt ist. Wir wissen, dass k! = k- (k — 1)I. Genau dies
fithrt die Algorithmus in Zeile 3 durch. Da der Algorithmus fiir £ — 1 korrekt ist, ist auch die
Berechnung fiir k! = k - (k — 1)! korrekt.

Aufgabe 6: Vollstindige Induktion
Zeigen Sie die folgenden Aussagen mittels vollstindiger Induktion.

(a) Fiir jede natiirliche Zahl n ist 3 ein Teiler von n® — n.

Losung: Wir beweisen die Aussage mit vollstdndiger Induktion iiber n:

Induktionsanfang Sei n = 1. Dann ist n®> = 1 und n® — n = 0. Die Zahl 3 ist tats#chlich ein
Teiler von 0.

Induktionsschritt Sei die Aussage richtig fiir beliebiges, festes n. Wir zeigen, dass sie auch fiir
n + 1 richtig ist.
n+12—m+1)=n*+n>+2n> +2n+n+1-(n+1)
=(n*—n)+3n?+3n
= (n®—n) +3(n*+n)

Laut Induktionsannahme ist n® —n durch 3 teilbar. Nun addieren wir zu einer durch 3 teilbaren
Zahl ein Vielfaches von 3. Folglich ist die Summe ebenfalls durch 3 teilbar.

(b) Die Fibonacci-Folge ist eine rekursiv definierte Zahlenfolge. Dabei ist F'(0) = 0 und F (1) = 1. Die n-te
Fibonacci-Zahl fiir ein n > 1 ist dann F'(n — 1) + F(n — 2). Die Berechnungsvorschrift dauert fiir groie
n jedoch sehr lange. Mit der Formel von Moivre-Binet kann die n-te Fibonacci-Zahl direkt ausgerechnet
werden. Beweisen Sie die Richtigkeit der Formel:
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Loésung: Sei a = (1 ++/5)/2 und b = (1 — v/5)/2. Wir zeigen die Korrektheit der Aussage durch
eine Induktion iiber n.

Induktionsanfang Sei n’ = 2. Dann ist F(n) = F(0) + F(1) = 1. Setzen wir n’ = 2 direkt in die
obige Gleichung ein, erhalten wir ebenfalls 1. Da die Fibonacci-Zahlen auf den jeweils zwei
vorherigen Folgengliedern aufbauen, miissen wir auch n’ = 3 testen: F(n) = F(2)+ F(1) = 3,
was mit dem Ergebnis der direkten Gleichung iibereinstimmt.

Induktionschritt Sei die Aussage richtig fiir n — 1 und n — 2. Wir zeigen, dass die Aussage dann
auch fiir n richtig ist:

an—l _ bn—l an—2 _ bn—2

= +
PR V5

an—l _ bn—l + an—2 _ bn—2
V5
anfl(l 4 %) . bnfl(l + %)

V5

Es wire schon, wenn 1+ 1/a = a. Also iiberpriifen wir das:

Fn)=F(n—-1)+F(n—2)

1 1+£y/1-4-(-1 1++v5
l+-=a=a+l=a*=2d*-a-1=0=2>a= 5 ( ): 2\[
a

Wir setzen a = 1 + 1/a oben ein und erhalten das gewiinschte Ergebnis:

a*lg—pn—1p _ a® — pm _ (1+2\/5)n _ (172\/5)n
VB VB V5

(c) Auf einem quadratischen Schachbrett mit einer Seitenlénge von mehr als drei Feldern kann der Springer
jedes Feld von jedem anderen Feld erreichen. Dafiir hat er beliebig viele Ziige zur Verfiigung.

Losung: Wir zeigen die Aussage durch Induktion iiber die Seitenlénge n in Feldern:

Induktionsanfang Fiir n = 3 finden wir durch Versuchen heraus, dass die Aussage stimmt.

Induktionsschritt Sei die Aussage fiir n — 1 bewiesen. Wir zeigen die Richtigkeit der Aussage
fiir ein beliebiges n > 3. Dank der Induktionsannahme wissen wir, dass sich der Springer im
Teilbrett n—1xn—1 iiberallhin bewegen kann. Betrachten wir das Brett n xn. Alle Randfelder
sind durch nur einen ,,Springersprung“ von einem Mittelfeld erreichbar. Jedes Mittelfeld ist
aber wegen der Induktionsannahme ebenfalls erreichbar. Deshalb kann der Springer auch im
n x n Schachbrett mit beliebig vielen Spriingen auf alle Felder springen.

Aufgabe 7: Schleifeninvariante
Gegeben sei der folgende Algorithmus, der die Fakultét einer Zahl k£ berechnet.

(a) Geben Sie eine geeignete Invariante an.

Losung: Vor der 4. Iteration der while-Schleife hat f den Wert k!/(k — i)!.

(b) Zeigen Sie mit Hilfe der in [a]) aufgestellten Invariante die Korrektheit des Algorithmus.
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Algorithmus 9: int fakultat(int k)

1 f=7=k

2 while j > 1 do
3 Lj_j—l
4 | f=[J

5 return f

Loésung:

Initialisierung Vor der ersten (i = 1) Iteration hat f den Wert k!/(k —i)! = kl/(k — 1)! = k, was
nach der Zuweisung in Zeile 1 korrekt ist.

Aufrechterhaltung Sei die Invariante korrekt vor der ¢. Iteration. Dann wird innerhalb der Schlei-
fe der Wert f = f-j berechnet, wobei j = k — . Also ist f = f - (k — 7). Da Invariante fiir
i korrekt ist, kénnen wir f ersetzen: f = k!/(k —i)! - (k — i) = k!/(k — (i + 1)). Das ist die
Invariante fiir die ¢ 4+ 1. Iteration. Damit ist die Schleifeninvariante auch weiterhin erfiillt.

Terminierung Es gibt genau k£ — 1 Iterationen, da j in jeder Iteration dekrementiert wird. Wegen
der Schleifeninvariante ist dann f = k!/(k — (k —1))! = k!/1!1 = kL

Aufgabe 8: Kosinus rekursiv
Es seien die folgenden Theoreme fiir z,y € R gegeben:

Additionstheorem: cos(z + y) = 2cosz cosy — cos(z — y)
Periodizitit: cos(x + 27) = cosz
Wir betrachten im Folgenden nur positive Winkel. Die Kosinusfunktion lésst sich fiir kleine Winkel « durch

cosx &~ 1 — 22 /2 annithern. Diese Nitherung gelte fiir z < 0,001. Die Operatoren +, —, -, / und mod werden
in konstanter Zeit ausgewertet.

(a) Geben Sie einen rekursiven Algorithmus zur Berechnung des Kosinus in Pseudocode an, der cosx fiir
x > 0 mithilfe des Additionstheorems berechnet. Die gegebene Niaherung soll als Abbruchkriterium der
Rekursionsgleichung dienen. Die Laufzeit des Algorithmus soll in O(log z) liegen.

Algorithmus 10: double cos(z)

=

if |z| < 0,001 then

Losung: 2 | return1—az?/2

halfCos = cos(x/2)

return 2 - halfCos - halfCos — 1

W

(b) Nun soll die Worst-Case-Laufzeit durch Periodizitét verbessert werden. Wie kann dies geschehen? Welche
Laufzeit ergibt sich dann?

Lo6sung: Die Idee ist, den Eingabewert x auf 27 zu beschréanken. ... Die Laufzeit ist nach oben
beschriankt durch O(log, 27). Dies ist ein konstanter Wert, sodass unsere Kosinusfunktion jetzt in
konstanter Zeit lduft.

(c) Was passiert, wenn Sie fiir < 0,001 die Ndherung cosz a~ 1 verwenden?
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Loésung: Die Riickgabe im Basisfall wire dann immer 1.
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Aufgabe 9: Ahnliche Zahlen
Sei A ein Feld der Lange n > 1 von zufélligen Zahlen, wobei Zahlen mehrfach vorkommen diirfen.

(a) Geben Sie einen Algorithmus in Pseudocode an, der zwei Zahlen A[i] und A[j] mit ¢ # j sucht, so-
dass |A[i]—A[j]| minimal ist. Der Algorithmus soll die Indizes beider Zahlen ausgeben.

Losung:
Algorithmus 11: findClosestPair(int[ ] A)
1 n = A.length
2 minl =1
3 minJ =2
4 min = 0
5 fori=1ton—1do
6 for j=i+1tondo
|| abs = |ALi] — A[j]
8 if abs < min then
9 min = abs
10 minl = ¢
11 minJ = j
12 return (minl,minJ)

(b) Begriinden Sie die Korrektheit Thres Algorithmus, indem Sie die Korrektheit der inneren Schleife mit
einer Invariante zeigen.

Losung: Wir geben eine Schleifeninvariante fiir die innere Schleife bei einem festen ¢ an: ,, Vor der
k. Ausfithrung enthélt min den minimalen Abstand eines Tupels in der Menge
{(s,) eN? | (s=i=t<ith)A(s<i=t<n+1)A0<s<i<t<n)}“

Initialisierung Vor der 1. Iteration der inneren for-Schleife kann min nur den minimalen Abstand
eines Tupels (s,¢) mit s < ¢ beinhalten, da min noch gar nicht angefasst wurde.

Aufrechterhaltung Gelte die Invariante vor der k. Iteration, also enthalte min das Minimum
obiger Menge. In der k. Iteration ist j = i + k. Falls nun |A[i] — A[j]| kleiner als das bisherige

Minimum war, wird es ausgetauscht, andernfalls passiert nichts. Vor der k + 1. Iteration ist
also die Invariante wieder korrekt.

Terminierung Bei Beendigung der for-Schleife sind n —1i Iterationen vergangen, also k = n—i+1.
Setzen wir diesen Wert in die obige Menge ein, fallen die ersten beiden Terme zusammen und
min enthélt folglich das Minimum der Tupel in
{(s,) eEN* | (t<n+1)A(0<s<i<t<n)}

Die Korrekheit der dufleren for-Schleife ldsst sich analog zeigen; sie folgt sofort aus der Korrektheit
der inneren for-Schleife.

Aufgabe 10: Noch mehr Korrektheitsbeweise und Rekursion
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Betrachten Sie den folgenden Algorithmus.

Algorithmus 12: int doSomethingSimple(int A[ ], int ¢ = 1)
Data: Feld mit natiirlichen Zahlen A, natiirliche Zahl ¢
Result: Ein Wert, der mit A zusammenhangt

1 if ¢ == A.length then

2 | return A[j]

3 k = doSomethingSimple(A, i + 1);

4 if k > A[i] then

5 L return k

6 else
7 | return A[i]

(a) Beschreiben Sie in einem Satz, was der Algorithmus macht.

Losung: Der Algorithmus findet das Maximum des Feldes A.

(b) Beweisen Sie die Korrektheit des Algorithmus.

Loésung:
Beweis. Wir beweisen die Korrektheit per Induktion iiber n = A.length—i 4 1.

Induktionsanfang Sei n = 1. Dann ist A.length = ¢ und die If-Abfrage in Zeile 1 wird mit
wahr ausgewertet. Es wird A[i] zuriickgegeben, was das Maximum des ein-elementigen Feldes
A[A.length..A.length] ist.

Induktionsschritt Angenommen, der Algorithmus ist korrekt fiir n. Wir zeigen, dass er auch fiir
n + 1 korrekt ist. In Zeile 3 wird doSomethingSimple fiir ein i 4+ 1 aufgerufen, das heift, fiir
diesen Aufruf ist n’ = Allength—(i + 1) + 1 = A.length—i < n. Nach Induktionsannahme
liefert Zeile 3 folglich das Maximum aus dem Teilfeld A[i + 1..A-length]. In der nun folgenden
If-Abfrage wird das Maximum aus A[i + 1..A-length] und A[i] ausgewihlt. Damit liefert der
Algorithmus insgesamt das Maximum aus A[i..A-length].

O

(¢) Geben Sie einen Algorithmus an, der dquivalent zu doSomethingSimple ist, ohne Rekursion zu verwenden.

Loésung:

Algorithmus 13: int findMax(int[ ] A)

1 if A.length == 0 then
2 L return ()

3 max = A[l]

4 for i =2 to A.length do

(%]

L if A[i{] > max then max = A[i]

(d) Geben Sie eine Schleifeninvariante fiir Thren inkrementellen Algorithmus an.
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Lésung: Vor der j. Iteration enthiilt max immer das Maximum des Teilfelds A[1..j].

Beweisen Sie die Korrektheit Thres Algorithmus mit der von IThnen aufgestellten Schleifeninvariante.

Losung:

Intialisierung Unmittelbar vor der ersten (j = 1) Iteration der for-Schleife steht in max der Wert
von A[é]. Damit ist max das Maximum aus A[1..1], und die Invariante ist erfiillt.

Aufrechterhaltung Es gelte die Schleifeninvariante vor der j Ausfiihrung, das heifit, max enthélt
das Maximum aus A[1..j]. In der j. Iteration ist i=j + 1 und der Wert von max wird in der
if-Abfrage mit A[] ausgetauscht, falls A[i] grofier als max ist. Nach Auswertung von Zeile 5
enthilt max das Maximum aus A[1..i]. Da j = i+ 1, enthilt max das Maximum aus A[1..j+1],
womit die Schleifeninvariante vor der j + 1. Iteration erfiillt ist.

Terminierung Die Schleife wird A.length—1 mal durchlaufen. Damit gilt nach der letzten Iteration
wegen der Schleifeninvariante, dass max das Maximum aus A[1..A.length—1 + 1] enthélt.

Aufgabe 11: O-, ©- und -Notation
Beweisen oder widerlegen Sie die Behauptungen. Arbeiten Sie mit der Definition aus der Vorlesung.

(a)

f(n) = 3n—2¢€ Q(logyn)

Losung: Die Aussage ist wahr. Dementsprechend ist zu zeigen: Ing3evVn > ng: c-logyn < %n -2
Man wihle ¢ = 1/2, dann gilt:

1 1
gloanggn—2®10g2n+4§n

Also wihle ng = 8, da logy n < n fiir alle n > 0.

f(n)=n"+n%€O0(n" 1

Losung: Die Aussage ist falsch. Dementsprechend ist zu zeigen: VeVn3ang > n: n +n2 > c-n" !

Seien ng und ¢ beliebig.

c-n" < n® 4 n?
c-n"t<n™ < n" 4 n?

n n n

n" n
c <

s ]
n

c<n<n+
nn—2

Damit wihlen wir ng = max(ng,c+ 1).

f(n) = 5= ¢ O(n?)

4 2
—4n . m3
2n+7 S c-n

Losung: Die Aussage ist falsch. Dementsprechend ist zu zeigen: dng3cvVn > ng: %
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Wir vereinfachen die Ungleichung:

n474n2< 3
——<c'n

2n+7 T

nt —4n? <c-n®-(2n47)

n* —4n? < c-(2n* + n®)

Mit der letzten Ungleichung wihlen wir ng =1 und ¢ = 1.

F(n) = logy(n® - 9*) € Qnlogy )

Lésung: Die Aussage ist wahr. Also ist zu zeigen: IngIcvVn > ng: ¢ nlogyn < logg(n® - 9"2). Wir
zeigen dies:

c-nloggn < logy(n® - 9”2) = logy n® + log; 9" =5 logs n +n?logs 9 = 5logy n + 2n?

c-nlogsn 2n® < 5logg n + 2n?

<
~—

Wir miissen dieses zeigen

c-logsn < 2n

Also koénnen wir ¢ = 1 wéhlen und no = 0, da logsn < 2n fiir alle n.

f(n) =log, n € O(log, n) fiir beliebige a,b > 1

Loésung: Die Aussage ist wahr. Also ist zu zeigen: Ingdc;Vn > ng: ¢; - logyn < log,n und
dngdea¥n > ng: log, n < ca - logy n. Die Auflésung der Ungleichung liefert auch gleich die Werte
fiir ¢; und cq, unabhingig von n, also kénnen wir ny = 0 wéhlen.

c1logyn <log,n < cologyn

log, n

c1 < < e

log, n
. log, n .
1_logba-1ogbn_ 2

c; <

<CQ

log, a

f(n) = 155n* + nsinn € O(n?)

Lésung: Die Aussage ist wahr. Wir zeigen zuniichst f(n) € Q(n?), dafiir ist folgendes zu zeigen:
FIniFaaV¥n > nq: e -n? < ﬁrﬂ + nsinn:

c1 -n? < Ln2 +nsinn

— 100
2 < LnZ—n<LnQ—&—nsinn
~~ 100 — 100

Das zeigen wir

Cc1-n

ci-n<-—n-—1

Nun wihlen wir n; = 101, sodass f(n) > 0. Anschlielend wihlen wir passendes c;, sodass die
Ungleichung erfiillt ist, zum Beispiel ¢; = 1/100—1/101 (diesen Wert erhélt man durch Multipliation
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obiger Ungleichung mit 1/n. Jetzt zeigen wir noch f(n) € O(n?), dafiir miissen wir zeigen, dass
dnodesVn > nog: ﬁnz +mnsinn < ¢y - n?:

an +mnsinn < ¢y - n?
L712Jrnsinn<in?+n < c2~n2
100 — 100 ~~

Das zeigen wir

1
ﬁn—l—lgcz-n

1
<
n T 100 =@

Fiir no = 2 und ¢ = 1 ist die obige Ungleichung immer erfiillt. Fiir das geforderte ng nehmen wir
max(ny,ng) = 100.

(g) f(n)=n*—10n%+2n € O(n?)

Losung: Die Aussage ist falsch. Also ist zu zeigen: VeVn3ng > n: n* — 10n3 + 2n > ¢ - n3. Seien ¢
und ng beliebig:

c-nd<n*—10n% +2n
c-n®<n*—10n% <n*—10n% +2n

c+10<n

Wihle also n = max(ng,c+ 11).

fn) =8 ¢ (%)

Lésung: Die Aussage ist korrekt. Also ist zu zeigen: VcVn3ng > n: c-1/y/n > 9/n. Seien ng und ¢
beliebig:

9 1
— < ¢+ —= Néchste Gleichung erhélt man durch n/v/n = /n
n Vn

9
Z<vn
(&

— <n
c2

Wihle also n = max(ng,81/c* + 1).

Aufgabe 12: Worst-Case-Laufzeiten fiir Algorithmen

Wir betrachten folgendes Problem. Aus einem Eingabefeld A von ganzen Zahlen sollen alle Tupel (i,7)
mit ¢ < j ausgegeben werden, sodass A[i] + A[j] ein Vielfaches von 10 ist.

(a) Zeigen Sie, dass jeder Algorithmus, der dieses Problem lost, eine Worst-Case-Laufzeit von Q(n) hat.

Loésung: Im Worst-Case ist jedes Element Teil einer Summe, die ein Vielfaches von 10 ist. Demnach

miissen mindestens n/2 Tupel ausgegeben werden. Diese Laufzeit liegt in ©(n). Eine Beispielliste
ist A =11,9,109,91,1099,901,...].
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(b) Kann man eine asymptotisch grofiere (und damit bessere) untere Schranke angeben? Beweisen Sie Thre
Behauptung. Sie miissen dafiir entweder zeigen, dass die Laufzeit fiir alle Listen in Q(n) liegt bzw. es
eine Familie von Listen der Lange n gibt, fiir die die Laufzeit grofler ist.

Lésung: Eine grofiere asymptotische Schranke fiir die Laufzeit ist Q(n?), wenn alle Zahlen in A
schon Vielfache von 10 sind. Dann sind alle A[i] + A[j] fiir ¢ < j ebenfalls ein Vielfaches von 10.
Die Anzahl der méglichen Summen bei n Elementen ist >, i € Q(n?).

Aufgabe 13: Flugsicherheit

Im Flugverkehr miissen die Flugzeuge gewisse Abstédnde einhalten. Gegeben ist eine unsortierte Liste von
Flugzeugen. Jedes Flugzeug a hat drei Attribute, ndmlich a.z, a.y und a.z. Diese Attribute geben die Ko-
ordinaten im Luftraum an. Sie sollen einen Algorithmus angeben, der true ausgibt, falls sich zwei Flugzeuge
niher als den Abstand d kommen. Die Laufzeit Thres Algorithmus soll O(nlogn) sein. Angenommen, Wur-
zelberechnungen sind zeitintensiv. Durch welche einfache Anderung muss der Algorithmus weniger Wurzel-
berechnungen durchfithren?

Losung:

... Man kann nach jeder Koordinate sortieren, je nach Art des Flugraums ist eine Sortierung nach einer
Koordinate sinnvoller als die andere. ... Auch die Hohe kann im freien Luftraum fiir viele Flugzeuge
identisch sein. Fiir diesen Algorithmus wahlen wir die y-Koordinate:

Algorithmus 14: planesTooNear(Plane[ | planes, d)

-

mergeSort(planes) // Sortiere nach y-Koordinate

2 if planes.length < 2 then

3 L return false

4 for i = 2 to planes.length do

5 f1 = planes[i]

6 fo = planes[i — 1]

7 yDistance = |f1.y — f2.y]

8 if yDistance < d then

9 e=/(frx = fox)? + (fry — foy)? + (fr-2 — f2.2)?
10 if e < d then

11 L return true

12 return false

Aufgabe 14: Suppentépfe

Sie kennen das. Man will sich eine Nudelsuppe kochen, findet aber nicht den passenden Deckel fiir den Topf,
da alle Deckel und T6pfe durcheinandergekommen sind. Da Sie immer auf IThre Topfe geachtet haben wissen
Sie, dass zu jedem Topf ein Deckel vorhanden ist.

(a) Sie méchten ein beliebiges passendes Deckel-Topf-Paar finden. Wie viele Vergleiche sind dafiir im besten
Fall notig?

Loésung: Da ein beliebiges Paar gesucht wird, nehmen Sie irgendeinen Topf und probieren alle
Deckel aus. Im besten Fall passt gleich der erste Deckel, Sie benttigen nur einen Vergleich.

(b) Geben Sie einen Algorithmus in Pseudocode an, der ein Feld T mit TopfgréBen und ein Feld mit
Deckelgrofien D entgegennimmt. Die Ausgabe soll aus zwei Indizes ¢ und j bestehen, sodass D[i] = T[j].
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Wie viele Vergleiche braucht Thr Algorithmus am schlechtesten Fall, um ein solches Paar zu finden?
Koénnen Sie Thren Algorithmus verbessern, sodass er im schlechtesten Fall weniger Vergleiche braucht?

Losung: Die Algorithmus soll also ein beliebiges passendes Paar finden. Wir suchen einfach den
Deckel zum ersten Topf:

Algorithmus 15: findPair(int[ | T, int[ ] D)
1 for j =1 to D.length do

2 if D[j] = T[1] then

3 /* Da das Topfset vollstandig ist, wird die folgende Zeile irgendwann
erreicht und der Algo gibt immer ein Ergebnis zuriick. */

4 return (1, j)

Der Algorithmus braucht im schlechtesten Fall D.length —1 Vergleiche. Dies kann nicht verbessert
werden, da wir im schlechtesten Fall immer den passenden Topf zuletzt erwischen, egal welchen
Topf wir zuerst auswihlen.

(¢) Nun haben Sie genug von der Unordnung und mochten zu jedem Topf den passenden Deckel finden.
Wie gehen Sie vor, um jedem Topf einen passenden Deckel zuzuordnen? Sie diirfen dabei nur Topf mit
Topf und Deckel mit Deckel vergleichen. Verwenden Sie ©(nlogn) Vergleiche.

Loésung: Man sortiert die Deckel und die Topfe zum Beispiel mit Quicksort. Anschlieend kann
man den ersten Deckel auf den ersten Topf setzen ...

(d) Losen Sie nun Teilaufgabe c¢), aber diesmal sollen nur Vergleiche zwischen je einem Topf und einem Deckel
verwendet werden. Die Anzahl der Vergleiche soll wieder in ©(nlogn) liegen. Welchem Verfahren aus
der Vorlesung dhnelt Thre Vorgehensweise?

Loésung: Sie wihlen einen beliebigen Deckel und sortieren alle Topfe, die zu klein fiir den Deckel
sind, nach links und alle Topfe die zu grof} fiir den Deckel sind, nach rechts. Es bleibt ein Topf in der
Mitte iibrig, der zu diesem Deckel passt. Nun nehmen Sie einen Topf aus der linken Topfreihe und
sortieren die Deckel mit diesem. Deckel, die zu klein sind, kommen nach links, Deckel die zu grof3
sind, kommen nach rechts. Es bleibt wieder ein Deckel {ibrig, mit dem Sie ein Paar bilden kénnen.
Sie haben nun je eine linke und rechte Seite fiir Deckel und Topfe. Sie wissen, dass die Deckel auf
der linken Seite zu den To6pfen auf der linken Seite passen miissen und ebenso auf der rechten Seite.
Sie wiederholen den Vorgang also fiir links und rechts rekursiv, bis Sie alle Paare gefunden haben.
Dieses Vorgehen #hnelt der QuickSort-Sortierung.
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